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(1) Die Stammfunktion J(x) einer Funktion f(x)

Die Funktion J(x) ist eine Stammfunktion von f(x), wenn ihre

Ableitung J'(x) = f(x) ist. Zwei Stammfun ktionen unterscheiden
sich héchstens um eine konstante Zahl ¢, weil diese ja beim

Differenzieren wegfallt. Die Menge aller Stammfunktionen wird

auch als "unbestimmtes Integral" bezeichnet.

Das Auffinden der Stammfunktion J(x) zu einer Funktion f(x)

iste infach lésbar, wenn man das Differenzieren direkt um -
kehren und daraus ein Integrationsverfahren gewinnen kann.

Die Stammfunktionen, die durch eine direkte Umkehrung des

Differenzierens gewonnen werden, nennt man auch Grundintegrale.

Wichtige Grundint egrale

J(X™r) = x™Mr+1)/(r+1) Potenzfunktion, r <> -1
JXM -1)) =In(x) Potenzfunktion, r = -1
J(exp(x)) = exp(X) Exponentialfunktion, y = e”x

J(sin(x)) = - cos(x) Sinusfunktion

J(cos(x)) = +sin(x). Cosinusfunktion

J(1/cos?(x)) = tan(x)
J(1/sqrt(1 - x?)) = arcsin(x)
J(1/(1+x2)) = arctan(x)

Hinweis: Es gibt viele Funktionen, welche durch Ruckfihrung

auf Grundintegrale NICHT integriert werden kdnnen. Dazu gibt

es hohere Integrationsmetho den, die im nachsten Kapitel aus -
fuhrlich beschrieben sind.
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(2)

Das bestimmte Integral

Mithilfe des so genannten bestimmten Integrals (des Riemannschen
Integrals) wird die Flache F(a;b) unter der Kurve einer Funktion

f(x) zwischen den Grenzen x = a

und X = b ermittelt. Die zwei

folgenden Grafiken veranschaulichen diesen Sachverhalt.

egeben ist eine Funktion y = f(x)
auf dem Intervall [a;b].

Gesucht ist die Flache F(a;b) zwischen

der Kurve, der x-Achse und x=a und x3b.

10

-10

1

Das Intervall [a;b] wird in n gleiche Teilg
In jedem dieser Teilintervalle wird ein R
d und f(a+i*d) gebildet, wobeiivon 1 b

Je mehr wir die Zerlegung verfeinern, u
sich die Summe der Rechtecksflachen
an die Flache unter der Kurve auf dem

Der Grenzwert der Rechteckssummen
Zerlegungen heil3t Riemannsches Inte

T a

2 o = (b-a)/n zerlegt.

echteck mit den Seiten

snlauft..............

mso besser ndhert
(Riemannsche Summe)
Intervall [a;b] an.

fur unendlich verfeinerte

gral zwischen a und b.

10
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10

b b-a n b-a
| f(x)dx = 1im — ¥ 3 f(a+i*
n—>e n i=1 n

)

Das Riemannsche Integral.

~10 0 T a b 10

Die Flache zwischen Kurve, x-Achse upd a und b hei’t das
Riemannsche Integral und wird mit dem oben dargestellten
Symbol bezeichnet. Man sagt dazu:

Integral von f von x mal dx zwischen den Grenzen a und b.
Das ist der Grenzwert der Rechtecksgummen, wo die Langen
von allen Teilintervallen (b-a)/n unendlich klein werden.

Man kann beweisen, dass das Riemannsche Integral immer
dann existiert, wenn die Funktion f(x) guf dem Intervall [a;b]
stetig und monoton ist.

-10
Anmerkung: Die Summen der Rechtecksflachen werden auch
" Riemannsche Zwischensummen " genannt. Spezialfalle davon
sind die " Untersummen " (die Rechtecke sind ki einer als die
entsprechenden Flachen unter der Kurve) und die " Obersummen”
(die Rechtecke sind groRRer als die entsprechenden Flachen
unter der Kurve) . Wenn alle diese Rechteckssummen bei einer

unendlichen Verfeinerung gegen den gleichen Grenzwert
konver gieren, dann erhalt man das " Riemannsche Integral
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10
n b-a
. flati* )
i=1 n
X) = x"2
10 0 T g b 10

Im n-ten Intervall gilt: (b-a)/n = 6/n, fla+i*(

b-a)in) = f(2+6%i/n)

Riemannsche Summen ("sum" = Summe fiir i von 1 bis n):

= 6/n*sum(f(2+6"i/n))

= 6/n*sum((2+6*i/n)?)

= 6/n*sum(4 + 24%i/n + 36*i#/n?)

= 6/n*4/n**sum(n? + 6i*n + 9%i3)

= 24/n**{nfsum(1) + 6" n*sum(i} + 9*sum(i
Wegen der bekannten Formeln fiir Potenz
= 24/ (n® + 6" n*n*(n+1)/2 + 9*n*(n+1)*(2
= 24/ (T*n® + 15*n%+ 3"'n/2) = 168 + 180
Wenn hier n gegen Unendlich strebt, dan

)

summen gilt:
*n+1)/6)

n + 36/n*

h gilt: F(2;8) = 168.

-10
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10

Beispiel:Flache F(a;b) unterhalb von f{x) = x"2
zwischen den Grenzena=2und b = §.

~10 0 T a b 10

Im letzten Beispiel wurde das Riemannsche Integral mit Hilfe
von Potenzsummen schrittweise berechnet. Dieses Verfahren
ist aufwendig und rechenintensiv.

Es besteht auch die Méglichkeit mit "numerischen Methoden"
die Flache F(a;b) naherungsweise zu berechnen.

Viel schneller und eleganter kann das Riemannsche Integral
mit dem "Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung"
bestimmt werden.

-10
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(3) Einfache Integralsatze

Das Riemannsche Integral von f(x) mit den Grenzen a und b
ergibt die Flache F(a;b) "unter" der Kurve f(x).

b b-an b -a
|£(x)dx = lim — * £ fla+i* —)
aJ n—>< n i=1 n

Das Integral ist der Grenzwert der Summe einer Reihe, deren

Glieder bestimmte Funktionswerte y = f(x) sind. Dazu wollen

wir kurz " lim {sum(y)} fir N geg en Unendlich " schreiben. Fur

den Summenoperator gilt: sum(y) =y 1ty tys3 +..+y N = Z(yi).

Fur den Summenoperator gelten einfache Rechenregeln, die dann
auch auf das Integral Gbertragen werden kénnen.

Regel 1:  sum(k*y) = k * sum(y) mit k als konst anten Faktor.
Beweis: sum(k*y) = (k*y 1)+ (ky )+ (kY  3)+ .. + (k*y )
sum(k*y) = k*(y 1+yot..+ty ) =k*s  um(y)

Regel 2:  sum(y+z) = sum(y) + sum(z) mity und z als Variable.
Beweis: sum(y+z) = (y 1721) + (Y  2tZ2) +(y  stz3) + ...+ (Y NFZN)
sum(y+z) =(y  1tyot..ty N+ (2 1tzot.+z ) = sum(y)+sum(z)

Satz 1:
b[ b
|k*£(x)dx = k*|£(x)dx
a| a
Satz 2:
b b| b[
| (E(x)2g(x))dx = |f(x)dx * |g(x)dx
a| a a
Satz 3:
b cf cf
|£(x)dx + |£(x)dx = |£(x)dx
a| b| a
Satz 4:
b af
|f(x)dx = - |f(x)dx
a| b|

Beweise der vier Satze:

Satz 1 und 2 folgen aus den Rechenregeln fir den Summenoperator.

Satz 3 folgt durch ein lickenloses Zusammenfug en der Flachen.
Satz 4 folgt aus Satz 3 fur den Fall, dass ¢ =a gesetzt wird.
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(4) Hauptsatz der Differenzial - und Integralrechnung

Das mannsche Integral

F(a:x)

Wird im Riemannschen Integral die obere Grenze verdnderlich
gemacht - bei festgehaltener unterer Genze - dann erhilt man
die sogenannte Flichenfunkticn F(a;x) und schreibt daftir:

#

f(t)dt = F(arz)
d
A

f(t)dt = F(a:x)

Es ist F(a;x) die Flachenfunktion von f(x), wobei
die Funktion f(x) stetig und monoton sein soll.

F{j; x+dx)
F(p:x)

BE T X x+dx
Wenn der x-Wert um dx wéchst, so dndert sich die Flachen-
funktion F(a;x) um den Wert dF(a;x) = F(a;x+dx) - F{a;x).
Fir diesen Flachenzuwachs gilt folgende Ungleichung:

f(x) dx <= dF{a;x) <= f(x+dx) dx
f(x) <= (F(a;x+dx) - F(a;x)} | dx <= f{x+dx)

Wenn nun dx gegen 0 strebt, dann strebt f{x+dx) gegen f{x).
Also muss auch (F{a;x+dx) - F(a;x)) | dx gegen f(x) streben.
Dieser Grenzwert ist aber der Differenzialquotient von F{a;x).

Also ist die gegebene Funktion f(x) die Ableitung ihrer
Flachenfunktion F(a;x). Es gilt: F'{a;x) = f{x).

Hauptsatz: Die stetige Funktion f(x) ist die Ableitung
ihrer Flachenfunktion F(a;x). Es gilt: F "(a;x) = f(x).
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Der Zusammenhang von Stammfunktion
und Riemannschen Integral

Weil die Flachenfunktion nach dem Hauptsatz eine Stammfunktion

ist, gilt F(a;x) = J(X) + C. Aus F(a;a) = 0 folgt C = - J(a).
Also gilt: F(a;x) = J(X) - J(a), wobei J eine belieb ige Stamm -
funktion von fist. Setzen wir nun x = b, dann wird aus der

Flachenfunktion das Riemannsche Integral F(a;b):

b
F(a;b) = |£(x)dx = J(b) - J(@)
aj

Um das Riemannsche Integral der Funktion f(x) zu bestimmen,
muss man nur eine St ammfunktion J(x) von f(x) finden. Setzt
man dann die Integralgrenzen a, b ein und bildet die Differenz
J(b) - J(a), so erhalt man den Flacheninhalt F(a;b).

Ergebnis: Mithilfe des Hauptsat zes kann einfach und schnell
die Flache unter einer Funktionskurve ermittelt werden.

Beispiel: f(x) = x?

JX) =x 33, weil J(X)' = 3*x ’[3=x 2
8| 8|

F(2;8) = x’dx=x %3 | = 512/3-8/3=168
2 2|

Beispiel: f(x) = Vx (=x Y2)

JX)=x  ¥?/(312) = 2*xx Vx/3, weil J(x)' = x
9f 9|

F(0;9) = |[¥xdx =2*%* x/3 | = 18 — 0=18
0) 0

Beispiel: f(x) = sin(x)

J(X) = - cos(x), weil J(x)' = - (- sin(x)) = sin(x)
n/l2 | n/2 |
F; =/2) = sin(x)dx = -cos(x) | = -cos( ®/2) — (-cos(0))
0 0

FO; =/2) =0 - (-1)=1
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(5) Numerische Integration

Es gibt viele Funktionen, welche nur sehr schwer integriert

werden kdnnen. In solchen Féllen kann die Flache unter einer Kurve

durch Verfahren der numerischen Integration ermittelt werden.

Wichtige Naherungsverfahren sind die Trapezregel und das Verfahren
von Simpson.

Die Trapez - Regel

b b-a n b-a
f(z)dz = 1lim * v fE(ati* )
n—>e n i=1 n
Das mannsche Integral = F(a;b) 7
"Flacheunter der Kurve™. 7
o 1 a b

Das Intervall [a;b] wird in N gleiche Teile d = (b-a)iN zerlegt.

Je gréfer N wird, umso besser nahert sich die Summe der
Rechtecksstreifen der Fliche unter der Kurve F(a;b) an.
Ersetzt man die Rechtecksflachen durch Trapezflachen, dann
erhalt man: F(a;b) = d*(yO+y1)/2 + d*(y1+y2)i2 + d*(y2+y3)12 + ..)

F(a;b)=(b - a)/{2*N) * (y0 + 2*y1 + 2*y2 + ... + 2"Y(N-1) + yN)
Dabei sind y0, y1, ..., yN die benachbarten Funktionswerte in

obiger Zerlegung des Intervalls [a;b]. Solche ndherungsweise
Flichenermittiung heilt numerische Integration (Trapezregel).

Beispiel : f(x) =x2

a=2,b=8

n=12

d=(8 -2)/12=6/12=05

X0=2.00, X 1=2.50, X 2=3.00, X3= 350, veey X11= 750, X 12= 8.00
y0=4.00, Yy 1=6.25, Yy 2=9.00, y3=12.25, veny y11=56.2 5, Yy 12=64.00

F[2;8] = (6/24)*(4 + 2*6.25 + 2*9 + 2¥12.25 +...+ 256.25 + 64)
F[2;8] = 0.25 * 673 = 168.25
F[2;8] = 168.25
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y=1(x)s ei eine im Intervall [u;v] stetige Funktion.
Die Lange des Intervalls ist 2*d und m = (u+v)/2.

Durch die drei Punkte A(u/f(u)), M(m/f(m)), C(v/f(v)) wird
eine Parabel p(x) gelegt, die f(x) in [u;v] ann&hern soll.

p(Xx) = i*x2 + j*x + k

Die Koeffizienten i,j,k sind durch Punkte A,M,C bestimmt.

Um die Berechnung zu vereinfachen, wird die Kurve parallel

zur x - Achse sove rschoben, dass der Punkt M auf die y - Achse
fallt. Dadurch &ndern sich die Koordinaten wie folgt:

A(-dly 1), M(Oly 3), B(+dly »2).

Weiters gilt fur die Funktionswerte der Punkte:
y1 =i*d 2 - j*d+Kk ()

yo =i *d? + j*xd+k ()

ys =k

Nach der  Addition von (1) und (ll) gilt:
yitys =2%*d %+ 2%y 5

24k 2 =(y 1+y2- 2% 3)

i=(y 1+y2- 2%y3)/(2 *d?)
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Parabel: p(x) = i*x? + j*x + k

Die Flache F( - d;d) unter p(x) erhalt man durch Integrieren:
Ip(x )dx =i*x3/3 + j*x2/2 + k*x

|+d
F(-d;d) = [i*x 33+ % 212 + k*x] |

| -d
F(-d;d) = (2*i*d 3)/3 + 0 + 2*k*d = i*2*d 3/3 + k*6*d/3
Einsetzen von i=(y 1+y2- 2%3)/(2*d % undk= vya.

F(-d;d) = [(y 1+y2-2*y 3)/(2*d  2)]* 2*d 33+ 6*ys*d/3
F(-d;d) = (Y 1+y2- 2%y 3)*d/3 + 6* y3*d/ 3=

F(-did)=  (d3)y 1+4Y s+y2)

Mit X »- X1 = 2*d gilt dann:

Fx X 2) =(( X2-X2) /6)"(y 1 +4%Y 3+Yy2)

Verschiebt man die Ku rve in die ursprungliche Lage erhélt man:
Fluv) =[(v - u)/6Pi(u)+4-((u+v)i2)+ f(V)]

Um die gegebene Funktion y = f(x) auf einem Intervall numerisch
zu integrieren, wird im Intervall [a;b] eine gerade Anzahl N von

aquidistanten Teilungspunkten a=x 0, X1,X 2,....X  n1,X n=b bestimmt.
Die Lange der Teilintervallen istd = (b - a)/N.

Je zwei benachbarte Teilintervalle werden dann jeweils zu einem

Intervall [u;v] mit (v -u)=2*d fur eine Parabel p(x) obiger Art
zusammengefasst:

U= Xmi, f(u) = fX m1)

M= Xm= Xm1 +d, f(m)= f(x m

V= Xma = Xmt+d, f(v) = f( Xm+1)

Fur die Flache F[a;b] gilt dann:

F(a;b) = [2*d/6]*[(y otAYy 11y 2)t(y 2+4%y 3tya) )H(y at4%y stye)t..ty
Zusammenfassen liefert die Simpsonsche Naherungsformel:

Flab)=[(b  -a)/@EN)ly  otd%y 1+2%y o+4% s+ +4%y  nityy

Beispiel : f(x) =x2

a=2,b=8

n=12

X0=2.00, x 1=2.50,x ,=3.00,x 3=3.50,...,Xx 11=7.50,x 1,=8.00
y0=4.00, Yy 126.25, Yy 229.00, Yy 3212.25, Y 11256.25, Yy 12264.00
F[2;8] = (6/36 *( 4+4 *6.25+2*9 +4*12.25 +..+ 4 *56.25 + 64)
F[2:;8] = (/6) * 1008 = 168

F[2;8] 168
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Die Flache unter der Kurve
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Wichtige Grundintegrale

Die Funktion J(x) ist eine Stammfunktion  von f(x), wenn ihre
Ableitung J'(x) = f(x) ist. Zwei Stammfunktionen unter scheiden
sich héchstens um eine konstante Zahl ¢, weil diese ja beim

Differenzieren wegfallt. Die Menge aller Stammfunktionen wird

als unbestimmtes Integral [ bezeichnet.

Das Auffinden der Stammfunktion J(x) zu einer Funktion f(x)

ist einfach I6sbar, wenn man das Differenzieren direkt um -
kehren und daraus ein Integrationsverfahren gewinnen kann.

Die Stammfunktionen, welche durch eine direkte Umkehrung des
Differenzierens gewonnen werden, nennt man Grund integrale.
Nachfolgend sind die wichtigsten davon aufgelistet:

JOrr) = xA(r+1)/(r+1) Potenzfunktion flr r <> -1
Jor( - 1) = In(x) Potenzfunktion far r = -1
(exp(x)) = exp(x) Exponentialfunktion y = e”x

I(sin(x)) = - cos(x) Sinusfunktion

f(cos(x)) =+  sin(x). Cosinusfunktion

J(1/cos?(x)) = tan(x)
J(sqrt(@ - x?)) = arcsin(x)
J(1/(1+x?)) = arctan(x)

Substitutionsmethode

Die Funktion f(x) kann NICHT direkt integriert werden.
Eine geeignete Substitution suchen: x = g(z).
Dabei gilt: dx/dz = g'(z), dx = g'(z)dz.

Funktion h(z) kann nun direkt integriert werden.
(Integrationsgrenzen sind entsprechend zu ersetzen)

Beispiel _: [tan(x)dx = ?

Substitution: z = cos(x), z' =dzldx= - sin(x), dx = - dz/sin(x)
[tan(x)dx = [(sin(x)/cos(x))dx = -[(Uz)dz=  -In(z)

Ruck- Substitution:
[tan(x)dx = -In(cos(x))
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Beispiel _: [(a*x+b)"ndx = ?

Substitution: z = a*x+b, 7' =dz/dx = a, dx = dz/a
J(@*x+b)*ndx = (1/a)* ] z*ndz = z7(n+1)/(a*(n+1))
Rick- Substitution:

f(@*x+b)*ndx = (a*x+b)*(n+1)/(a*(n+1))

Beispiel _:

Wenn f(X) = g'(x)*g(x) oder f(x) = g'(x)/g(x), dann

kann eine Substitution z = g(x) s ehr hilfreich sein.
z' = g'(x) =dz/dx, dz = g'(x)dx. Fur das Integral gilt:

Jfdx = J(g'(x)*g(x))dx = J zdz = z2/2 = g2(x)/2 oder
[fgdx = J(g'()/g(x))dx = [(1/2)dz = In(z) = In(g(x))

Partielle Integration

Die Funktion f(x) kann NICHT direkt integriert werden.
Eine geeignete Zerlegung suchen: f(x) = g(x)*h'(x).
Wegen der Produktregel des Differenzierens gilt dann:

Funktion g'(x)*h(x) ka nn nun direkt integriert werden.

Beispiel _: [In(x)dx =?

fIneydx = [(In(x)*1)dx

9(x) = In(x), g'(x) = 1/x
h(x) =x, h 'x)=1

JiIn @)= [(In(x)*1)dx = In(x)*x - J(@x)*xdx = In(x)*x - X

[ In(x) = x*(In(x) -1)

Beispiel _: [exp(x)*cos(x)d  x=?

[ exp(x)*cos(x)dx = exp(X)*sin(x) - [ exp(x)*sin(x)dx

9(x) = exp(x), g '(x) = exp(x)

h(x) = sin(x), h'(x) = cos(x)

J exp(x)*sin(x)dx = - exp(X)*cos(x) + [ exp(x)*cos(x)dx

g(x) = exp(x), g '(x) = exp(x)

h(x) = - cos(x), h'(x) = sin(x)

[ exp(x)*cos(x)dx= exp(x)*sin(x)+exp(x)*cos(x) - [ exp(x)*cos(x)dx

2* [ exp(x)*cos(x)dx = exp(X)*(sin(x)+cos(x))
[ exp(x)*cos(x)dx = (1/2)*exp(X)*(sin(x)+cos(x))
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Beispiel _:

Alle Punkte einer Ellipse in Hauptlage mit den Halbachsen a
und b erfillen die Gleichung b?*x2 + a2*y2 = a?*h2. Daraus

folgt dann die explizite Ellipsengleichung

e(x) = (b/a)*sqrt(az -X2) mitx <= a.

Um nun eine Flache unter der Ellipsenkurve zu berechnen, mu SS
e(x) integriert werden.

[(b/a)*sqrt(a2 - X2)dx = (b/a)* la*sqrt(1 - (x/a)?)dx =
=b* [sqrt(1 - (x/a)?)dx

Substitution: Z = x/a, dz/dx = 1/a, dx = a*dz

b*[sqrt(1 - (x/a)d)dx = (a*b)* [sart(1 - z?)dz

Umformung: [sqrt(l -z2dz = [(1 - 22)/sqrt(1 -z3)dz =
= [lsqort(l  -z?)dz - Jz%s qri(l -z?)dz

= arcsin(z) - Jz2isgrt(l - z2)dz

Partielle Integration von JzZsqrt(l  -z?)dz= [z/sqri(l - z22)*(z)dz
mit g(z)= -sqri(l - z3),9'(2)= z/sqrt(1 -z2)und h(z)=z,h'(z)=1
lgrh=g*h - Jg*h

[zlsarti(1 - 22)%(z)dz = -sori(l -z2)*z - [-sort(l - z2)*1dz

[sqrt(1 -z?)dz = arcsin(z) + sqrt(1 -7z - [sqrt(l - z?)*dz

2* [sqrt(1 - z?)dz = arcsin(z) + sqrt(1 - 22)*z

[sart(1 - z2)dz = (1/2)*(arcsin(z) + sqrt(1 - 22)*z)

Rick- Substitution:

[(bla)*sqrt(a2 - x2)dx =
= (a*b/2) * {arcsin(x/a) + (x/a)*sqrt(1 -(xa)?) }

Spezialfall Kreis

r=a=»b

[sqri(rr -x®dx=r  22*{ arcsin(x/r) + (x/r)*sqrt(1 -(xr) 2}
Viertelkreis:

FO;n=r 2?2 *(arcsin(1)+0) — (arcsin(0)+0)} =

=r ?2* arcsin(l) - arcsin(Q)}=r 2[2%  ®m[2
=r %*g/4
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Beisp iel :
Alle Punkte einer Hyperbel in Hauptlage mit Halbachsen a und b
erfillen die Gleichung bz*x2 - az*y2 = g*p2. Daraus folgt
dann die explizite Hyperbelgleichung h(x) = (b/a)*sqrt(x? -a?
mit X >= a.
Hier kann zur Integration der arcsin(z) ni cht verwendet werden,
weil dessen Argumente z zwischen -1und +1 liegen,d.h. z<=1
sein muss.
[(b/a)*sqrt(x - a?)dx =(b/a)* [a*sqrt((x/a)? -1)dx =
b* [sqrt((x/a)? - 1)dx
Substitution: z = x/a, dz/dx = 1/a, dx = a*dz
b* [sqrt((x/a)? - 1)dx = (a*b)* [sqrt(zz2 - 1)dz

[sqrt(zz2  -1)dz =72

Substitution: sqri(zz -1)=t -z, t=sqrt(z? - 1)+z,

z2-1=1t -2**z+z?, z = (1/2)*(t+1/t), dz/dt = (1/2)*(1 - 1/13)
sqri(zz -1)=t -z=t - (L/2)*(t+1/t) = (L/2)*(t - 1h)

[sqrt(zz  -1)dz = [@/2)xt - L)*A/R2)*1 - 1/t9)dt =
(Q/4)* [t - 2t+1/3)dt

[sqrt(zz2 - 1)dz = (1/4)* [t - 2/t+1/3)dt =
(2/4)(t3/2 - 2*In(t)+1/(2* t2))

[sqrt(zz - 1)dz = (1/8)*(t2 - 4*In(t)+1/2)

Ergebnis:

[(b/a)*sqrt(x - a?)dx = (a*b/8)* (2 -4*In(t)+1/t3)

mit t = (1/a)*(sqrt(x2 - a?)+x)
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Teilbruchzerlegung

Eine rationale Funktion f(x) besteht aus einem Z&ahlerpolynom
und aus einem Nenne  rpolynom. Wir dividieren nun, so dass
der Grad des Zahlerpolynoms g(x) kleiner als der Grad des
Nennerpolynoms h(x) wird: f(x) = g(x)/h(x). Das Nennerpolynom
soll dabei nur reelle Nullstellen aufweisen.

Teilbruchzerlegung - Variante A

Das Nen nerpolynom h(x) hat nur einfach zéhlende Nullstellen.

d.h. es gilt: h(x) = k*(x -a)f(x -ax)*...* (x -an) , wobei N
der Grad von h(x) ist (Fundamentalsatz der Algebra). Gelingt

es, alle Nullstellen von h(x) zu ermitteln, kann die Funktion

f(x) = g(x )/h(x) in eine Summe von einfachen Teilbrichen zer

legt werden: g(x)/h(x) =k /(X -al)+k /(X -az)+.tk V(X -an).
Multipliziert man die Gleichung mit h(x) und vergleicht die

Koeffizienten gleich hoher Potenzen auf den beiden Seiten

der Gleichung, dannkannmank 1,k 2,k 3 ... , Kk n berechnen.
Nach der Integration der einzelnen Teilbriiche erhalt man:
[ g(x)/h(x)dx = k 1*In(x -ai)+k 2*In(x - az)+ ... +kn*In(x - an).

Beispiel _: J(x+5)/(x¢+x  -2)dx =?

Die Aufldsung der quadratischen Gleichung x2+x -2 =0 ergibt
zwei einfach zahlende, reelle Nullstellen a 1 =lunda , = -2.
Es gilt nun folgende Zerlegu ng:

(x+5)/(x2+x  -2)=k 1/(x -1)+k ol(x+2).

Multiplikation mit dem Nenner N = (x2+x -2)=(x - 1)*(x+2):
xt5 =k *(x+2)+k 2*(x -1)
X+b = (k 1+k2)*X + (Z*k 1- kz)

Koeffizientenvergleich auf den beiden Gleichungsseiten:
1= (k 1+k2) und 5 = (2*'( 1- kz) .

Daraus kannk 1 =2undk , = -1 bestimmtwerden.
[(x+5)/(x2+x ~ -2))dx = 2* Jax/(x -1) - Jdx/(x+2)
J((x+5)/(x2+x - 2))dx = 2*In(x -1) - In(x+2) = In((x - 1)?/(x+2))

Teilbruchzerlegung - Variante B

Das Nennerpolynom h(x) hat mehrfach zéhlende Nullstellen.

Wenn beispielsweise die Nullstelle al die V ielfachheit 3 hat,
dann steht in der Zerlegung von h(x) der Faktor (x -a) >
Dann muss der entsprechende Teilbruch k 1/(x -ap)? ersetzt

werdendurch k  11/(x -a1) +k 12/(x -a1)? +k 13/(x -aj)>. Sowie
bei der Variante A kénnen auch hier die Konstanten dann
durch Koeffizientenvergleiche schrittweise ermittelt werden.
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Flache unter der Ellipse

F(3;5)=7?

F(3;5) = +12 * [arsin(5/6)+(5/6)*sqrt(1
- 12 * [arsin(1/2)+(1/2)*sqrt(1

F(3;5) = 5,87

- (5/6)%)]
- (172)%)]
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Flache unter der Hyperbe |

F(3;5)="7
t(5) = (1/2)*( V21 + 5) = 4.79
t(3) = (1/2)%( V5 + 3) = 2.62

F(3;5) = +(3/4)*[4.792 - 4*In(4.79)+1/4.792)
- (3/4)[2.622 - 4*In(2.62)+1/2.62?)

F(3;5) = 12,68 — 234

F(3;5) = 10.34
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Flache unter der Parabel

F(3;5)=7?

fx)=2  *x
J(X) = 4*x* x/3

F(3;5)=20*  <5/3

— 4*3=14.91

- 6.93=7.98
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Flache unter der Zykloide

Die Zykloide (Radlinie) ist einen Kurve, die ein Punkt des Kreises beschreibt,
wennder Kreis autinergeraden Linie abrollt.

Es sei M die Anfangslage&les Kreises undgffener Punkt, dessen Bahnkurve bestimmt
werden soll. Nach Abrollen des Bogens PA gelagn Bie Lage P und der Radius

r = MoPohat sich um den zum Bogen PA gehdrigen Winkel 3 gedreht. Dann lassen sich
die Koordinaten des Punktes Prduden Winkel (Parameter) 3 wie folgt ausdriicken:

X=r* - r*sin(B)
y=r - r*cos(R)

F(0;2 ) ist die von der Zykloide und derAkchse begrenzte Flache, wenn der Kreis eine
volle Umdrehung ausfuhrdérWinkel 3 die Werte von 0 bis 360° = Zurchlaufen hat).

2
= K02 )
0
X =1 - r*sin(R)
X'= r - r*cos(R) = dx/dR3
dx= (r - r*cos(R))*dR

y*dx = (r-r¥cos(B)) *(r - r*cos(R))*dR =r 21 -cos (R)) %*dR
2
Z (1- cos(B) **dB = F(0;2 )
0
2

2*[1 - 2*cos(R)+cos  2(B) ]*dR = F(; 2 )
0
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[ r®[1 - 2%cos(B)+cos 2(RB)]* dB=
= rR - 2% Z*sin(R) + r 2* [cos ?(R)*dR

Partielle Integration

[ cos?(R)*dR =

[ cos(R) *cos(R) *dB = cos(R)*sin(R) - [-sin (B) *sin(R) *dR
[ cos(R) *cos(R) *dB = cos(R)*sin(R) - J(cos?(R) -1) *dR =
[ cos(R) *cos(R) *dB = cos(R)*sin(R) - Jcos?(R)*dR  +R

2% cos 2(R)*dB = cos(R)*sin(R) + B
[ cos?(R)*dB = (1/2)*[cos(R)*sin(R) + R]

Ergebnis:

[ r2@ - cos?(R))*dR =
= r2R - 2% Z*sin(R) + (r 212)*[cos(R)*sin(R) + R] + C

F0;2 )= r?2 - 2*sin2 )+(2 +sin(2  )*cos(2  ))2]
FO;2 ) =r®{2 +0 + ] =34 *

Die Flache unter der Zykloide entspricht genau der
dreifachen Kreisflache.

Zusatzbemerkung:

Die Bogenlange der Zykloide entspricht genau dem
achtfachen Kreisradius.
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INTEGRALRECHNUNG

Tell 2 (Praxis)

Einleitende Informationen
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Volumen von Drehkdrpern (Theorie)
Volumen von Drehkdrpern (Praxis)

[
[
[

Schwerpunkt von ebenen Flachen (Theorie) |

Schwerpunkt von ebenen Flachen (Pr
Bogenlange von Kurvensticken

axis)
(Theorie)

Bogenlange von Kurvensticken (Praxis) |
Mantelflache von Drehkorpern (Theorie) |

Mantelflache von Drehkorpern
Schwerpunkt von Kurvensticken

(Praxis)
(Theo rie)

Schwerpunkt von Kurvensticken (Praxis) |

Schwerpunkt von Drehkérpern (Theor
Schwerpunkt von Drehkorpern
Oberflache und Volumen des Torus
Zylinder, Kegel, Kugel, Torus und Ra

ie) |
(Praxis)

[

[

30
31
33
35
37
40
42
43
45
46
48
51
53
54
95
56

[ NS Ty Sy SN WSy S—Sy W—y NS— SS—y SUS—y U— NOU—_y SU— SU— WU S_—y —



30 Herbert Paukert: Schulmathematik, Bdnd

Einleitende Informationen

Fir die "Flache unter der Kurve" wurde Theorie und Praxis

im ersten Teil der Integralrechnung ausfuhrlich entwickelt.

Im zweiten Teil werden die Bogenléange und der Schwerpunkt

von Kurven und die Mantelflache vo n Drehkorpern ermittelt.

Der Theoriekern fur "Bogenlange eines Kurvensticks" ist die
schrittweise Annaherung des Kurvenbogens durch eine Summe von
Sehnen. Bei unendlicher Verfeinerung erhalt man die Bogenlange
als den Grenzwert der Summe der Sehnenléngen

Theoriekern fur "Mantelflache von Drehkérpern® ist die schritt -
weise Annaherung des Drehkorpers durch eine Summe von Kegel -
stumpfen. Bei unendlicher Verfeinerung erhalt man den Korper -
mantel als Grenzwert der Summe der Mantel der Kegelstimpfe.

Theoriekern fur "Schwerpunkt einer Kurve" ist die Ermittlung der

Drehmomente des Kurvenbogens in Bezug auf die x - undy - Achse,
wobei die gesamte Bogenmasse im Bogenschwerpunkt vereinigt ist.

Diese zwei Drehmomente werden dann schrittweise angenéhert

durch ei ne Summe von Drehmomenten von Sehnenstiicken.

Theoriekern fur "Schwerpunkt von Drehkorpern” ist die Anndherung

des Drehkdrpers durch eine Summe von zylindrischen Scheiben,

deren Drehmomente bezlglich dery - Achse das Gesamtdrehmoment
annahern.

Wenn die F ormel fur die Ableitung f'(x) einer Funktion f(x)

verlangt wird, so wird sie dann im Programm automatisch

mithilfe eines Naherungsverfahrens ermittelt.

Bei der Berechnung von Formeln, welche sqrt(1+[f'(x)]*2)

enthalten, muss darauf geachtet werden, dass i m Intervall
keine senkrechten Tangenten auftreten, d.h. Integrations -
grenzen mussen entsprechend gewahlt werden. Beispiels -
weise ist fur die Kreisfunktion f(x) = sqrt(5"2 - x"2) die
erste Ableitungsfunktion f'(x) = -x/sqrt(5"2 - x"2). Als eine
Integrationsg renze darf dann nicht 5 sondern maximal 4.998

gewahlt werden. Es kdnnen dabei Naherungsfehler auftreten.

Hinweis: Die Kreisfunktion eignet sich ideal zum Testen!

Alle bestimmten Integrale werden mit Hilfe von numerischen
N&herungsverfahren ermittelt. D abei wird nicht die Trapez -
regel verwendet, sondern die genauere Methode von Simpson.

Die Kurve wird dabei stiickweise durch quadratische Parabeln

angenahert, woraus sich eine einfache Formel ergibt.
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Flache unter der Kurve
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Volumen von Drehkdrpern
(Theorie)
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Volumen von Drehkdrpern
(Praxis)
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Schwerpunkt von ebenen Flachen
(Theorie)
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Schwerpunkt von ebenen Flachen
(Praxis)
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Bogenlange von Kurvensticken
(Theorie)
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Bogenlange von Kurvensticken
(Praxis)



44

Herbert Paukert: Schulmathematik, Bdnd




Herbert Paukert: Schulmathematik, Band

45

Mantelflache von Drehkoérpern
(Theorie)
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Mantelflache von Drehkorpern
(Praxis)
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Schwerpunkt von Ku rvensticken
(Theorie)
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Schwerpunkt von Kurvensticken
(Praxis)
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Schwerpunkt von Drehkdrpern
(Theorie)
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Schwerpunkt von Drehkorpern
(Praxis)
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Oberfache und Volumen des Torus
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Volumen von
Zylinder, Kegel, Kugel,
Torus und "Rad".
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REIHENENTWICKLUNGEN

Eine kurze Einfihrung

[1] Reihen mit konstanten Gliedern
[2] Potenzreihen

[3] Reihenentwicklung von Funktionen

[ 66 ]
[70]

[72]
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[1] Reihen mit konstanten Gliedern

Gegeben sei eine unendliche Zahlenfolge { ax }. Wir bilden nun die Summe der ersten
n Glieder und bezeichnen sie als n-te Teilsumme s,. sp=a; +ax+ ...+ an1+ an.
Die Folge dieser Teilsummen sy, Sy, Ss, . . ., Sp wird als REIHE {s,} bezeichnet.
Die Reihe konvergiert gegen einen Grenzwert s, wenn die Folge der Teilsummen
gegen s konvergiert. Man schreibt dann SUM(an) = s = lim s, fir n gegen Unendlich.

n

>a atarta+...+a, =Sp
i=0

[e:0])
> an Qptagtat...+tant....... ... =SUM(a,) =s

n=0
Fur den Grenzwert einer Folge gilt, dass fast alle Glieder (d.h. alle bis auf endlich

viele) beliebig nahe beim Grenzwert liegen.

Satz: Wenn eine Reihe { s, } konvergiert, dann bilden die Glieder a,eine Nullfolge.
Beweis: s = lim s,. Fir beliebig kleine L&ngen e und fir alle n ab einer Nummer N,
d.h. fur fast alle n gilt: |s-s,|<e. Essind sh=Sp1+anund |Sp-Spna|<|S-Snl

|an|=]sn-sn-1] <|S-sn|<e.Also wird a, beliebig klein und bildet eine Nullfolge.

Die Majorante einer Reihe

Wenn fir fast alle Glieder a, einer Reihe gilt | a,| £ | bn|, dann nennt man die Reihe

{ bn} eine Majorante von { an}. Wegen | an| < | bn| gilt auch SUM(an) £ SUM(bp).
Daraus folgt: Wenn eine Majorante einen Grenzwert hat, dann hat auch die Reihe einen

Grenzwert und heil3t konvergent (Majorantenkriterium).

Die Minorante einer Reihe

Wenn fir fast alle Glieder a, einer Reihe gilt | an|= | bn|, dann nennt man die Reihe
{ bn} eine Minorante von { a, }. Wegen | an| = | bn]| giltauch SUM(a,) = SUM(by).
Daraus folgt: Wenn eine Minorante keinen Grenzwert hat, dann hat auch die Reihe

keinen Grenzwert und heif3t divergent. (Minorantenkriterium).
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Arithmetische Folgen und Reihen

Bei einer arithmetischen Folge { ax} ist die Differenz d von zwei benachbarten Gliedern
immer konstant: ax.1 - ax = d. Ist a; das Anfangsglied, dann gilt: ax = a; + (k-1)*d.

Fir die Summe der arithmetischen Reihe s, gilt:

Sh=ar+ (ar+ 1*d) + (a1 + 2*d) + .. . + (a1 + (n-1)*d)

Sh=n*a; + d¥(1+2+3+ ... +(n-1)).

Die Summe 1+2+3+.....+(n-1) wird einfach dadurch berechnet, dass fortlaufend k

und (n-k) addiert werden. Das ist immer n, und zwar genau (n-1)/2 Mal. Also ist die

Summe n*(n-1)/2.

Far die arithmetische Reihe gilt daher:
Sn = n*ap+ d*n*(n-1)/2 = (n/2) * [2*a; + d*(n-1)]

Unendliche arithmetische Reihen sind immer unbeschréankt und streng monoton

wachsend und daher divergent.

Beispiel fur eine arithmetische Folge: 1, 3, 5,7, ... ..
Hier gilt: a1 = 1 und d = 2 und s, = n/2*(2+2*(n-1)) = n?,

d.h. die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist n2.

Geometrische Folgen und Reihen

Bei einer geometrischen Folge { by} ist der Quotient g von zwei benachbarten Gliedern
immer konstant: bys1 / bk = q. Ist by das Anfangsglied, dann gilt: b, = by * g™

Fir die Summe der geometrischen Reihe sn gilt:

sn=bi+ (0¥ g + (1*gd) + ...+ (bi* g™

Sh=bi*(1+q+qg*+...+q"") =by*h

h=1+q+¢*+...+q""
h= qg+g’+...+q""+q"
h-gth=1-q"
h=(1-9%/(1-q)

Fur die geometrische Reihe gilt daher: sp, =bs*(1-q")/ (1 -q)
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Beispiel fur eine geometrische Folge: 1, 2, 4, 8, 16, . .. ..
Hier gilt: b; = 1 und q = 2 und s(n) = 1*(1-2")/(1-2).

Die Summe der ersten n Zweierpotenzen ist (2" - 1).

Unendliche geometrische Reihen

Geometrische Reihe { bk} by + bi*q + bi*q® + . ..+ b*q"+ ... .......

Es wurde gezeigt, dass fur die n-te Teilsumme s, einer geometrischen Reihe gilt:
Sn =bi*(1-9")/(1-0q)

Das Konvergenzverhalten der Reihe hangt offensichtlich vom Quotienten g ab.
Wenn |g| = 1 ist, dann ist die geometrische Reihe unbeschréankt und auch streng
monoton wachsend und daher divergent.

Wenn |g| < 1 ist, dann kann mit der Teilsummenformel sy fiir n gegen Unendlich
ein Grenzwert berechnet werden. Fir |g| < 1 ist die Folge { "} eine Nullfolge.

Also gilt: lims,=s=Dby/(1-q) furngegen Unendlich.

Beispiel fur eine geometrische Reihe: 1 + 1/2 + 1/4+1/8 + . . .
Hier gilt: b= 1 und q = 1/2. Die Reihe ist daher konvergent

und ihre unendliche Reihensumme ist s=1/(1 - 1/2) = 2.

Unbedingt sei noch erwéhnt, dass geometrische Reihen oft als Majoranten zur

Konvergenzermittlung verwendet werden.

Drei Beispiele von besondere n Reihen

R1: sp = 1/(1%2) + 1/(2*3) + 1/(3*4) + ... + 1/(n*(n+1))

anp = 1/(n*(n+1)) = 1/n - 1/(n+1)

Sh=(1/1-1/2)+ (1/2 - 1/13) + (/3 - 1/4) + ... + (1/n - 1/(n+1))
Snh=1-1/(n+1)

lims, =1 fur n gegen Unendlich.

Reihe R1 ist konvergent.
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R2: s, = 1+1/4+1/9+ ... +1/n2

ap=1/n2=1/(n*n) < 1/((n-1)*n)
Daher ist die Reihe R1 eine Majorante.

Weil diese konvergiert, konvergiert auch die Reihe R2.
R3: sp = 1+1/2+1/3+...+1/n

Sn=1+ 1/2 + (1/3+1/4) + (1/5+1/6+1/7+1/8) + (1/9+ .....+1/16) + ...
Sn > 1+1/2 + (1/4+1/4) + (1/8+1/8+1/8+1/8) + (1/16+ ...+1/16) + ...
Sh >1+1/2+1/2+1/2+ ...

Die so erhaltene Vergleichsreihe ist eine Minorante zur Reihe R3,.

Sie ist offensichtlich divergent. So ist auch Reihe R3 divergent.

Das Quot ientenkriterium

Satz: Hinreichend fir die Konvergenz einer Reihe ist, dass

fur fast alle Glieder die Bedingung a1 / ax < 1 gilt.

Beweis: Ab einer Grenznummer N gibt es eine Zahl q derart, dass
a1/ ak< gq<1 furalle k > N gilt. Daraus folgt:
an+1 < an*q
an+2 < an+1* Qg < an* g?
an+3 < an+2* 0 < an+1* Q2 < an* g3
SN+k = (al +a2+ ..+ aN) + (aN+1+ ans2 + ... +aN+k)
SN+k = SNt (An+1+ Ans2 + ...+ AN+k)

Sn+k < Sn + (an*q + aN*CI2 + ...+ aN*CIk)

Daher gibt es zur gegebenen Reihe eine geometrische Reihe als konvergente
Majorante, weil q < 1 ist. Nach dem Majorantensatz ist auch die Reihe konvergent.

Umgekehrt gilt, dass eine Reihe divergiert, wenn ay.1 / ax > 1 fur fast alle k ist.
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[2] Potenzreihen

Polynomfunktion n-ten Grades: f(x) = ap + ar*x + a*x* + . . . + ax", mit ax= reell.

n
T axt  ag+ar*x+asxe+ ...+ ax"

k=0
Unendliche Verlangerung des Polynoms:

[e/e]

Tarx”  agtarx+tarxXe+...+tax ... ...,
n=0

Eine Polynomfunktion von unendlichem Grad heil3t Potenzreihe. Die Gesamtheit
aller reellen Zahlen x, wo die Potenzreihe einen bestimmten, endlichen Wert f(x)

annimmt, heil3t Konvergenzbereich. Dort konvergiert die Potenzreihe gegen f(x).

Satz: Wenn eine Potenzreihe an der Stelle xo konvergiert, dann konvergiert sie
auch an allen Stellen x mit |x| < |Xo|.

Bew.: ¥ ap*Xo" ist eine konvergente Majorante fiir 3 a,*x" .

Satz: Wenn eine Potenzreihe an der Stelle x, divergiert, dann divergiert sie
auch an allen Stellen x mit |x| > |Xo|.

Bew.. I an*Xo ist eine divergente Minorante fiir & a,*x" .

Beispiel: f(x) =1+ 257+ 4*x* + 65 + ... =1+ ¥ py mit pp=2*n *x*"
Nach dem Quotientenkriterium ist hinreichend fur die Konvergenz, dass
lim (|pn+1] / |pn| ) < 1 flr n gegen Unendlich.
[ 2%(n+1)* x> ™D ]/ [2*n*x*™] = (1 + 1/n) * x°
lim (1 + 1/n) * x* = x? fiir n gegen Unendlich.
Nunist x*< 1 fiir alle x < 1.

Daher ist die Potenzreihe fir alle x < 1 sicherlich konvergent.
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f(x) = 1+ 2%+ 45 + 65° + . ..
f(1/2) = 1 + 2*(1/4) + 4*(1/16) + 6*(1/64) + . . .
f(1/2) = 1.88476 + Re(1/2)

Bricht man die schrittweise Berechnung der Reihensumme an einer Stelle x
nach dem n-ten Glied ab, dann erhalt man nur einen Naherungswert fir die
unendliche Reihensumme. Die Differenz der beiden Werte nennt man dann
das n-te Restglied Rx(x).

(~e}

Tarx" (a0 +arx +arx’+ ...+ ax") + Rn(x)
n=0

Man kann Potenzreihen auch in folgender Form anschreiben:

o0}
S a*(x-c)" @+ ar*(x-C) + ax*(x-C)?+ ...+ ar(xC)+..........
n=0

Die Substitution z = (x-c) erzeugt dann eine Potenzreihe in gewdhnlicher Form:

(~/e}

Tarz"  agtarz+arzi4...+vatz ... ...
n=0

Es gibt auch Potenzreihen, deren Summe s, sich direkt als Funktion von x

darstellen 1asst, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

Beispiel: Sn= L+X+ X2+ xXC+x+. ... +X
X*Spy = X+ X2+ +x . x e xM
X*sp - S, = -1 + x™!
Sn*(x-1)=-1+x"

sn=(1-x"N/(1-x)
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[3] Reihenentwicklung von Funktionen

Eine Funktion y = f(x), welche an einer Stelle xo ihres Definitionsbereiches [a;b]

beliebig oft differenzierbar ist, heil3t dort ,regular”.

Beispielsweise ist die Funktion 1/sqrt(x) regular fur alle reellen x # 0.

Entwicklungssatz von Taylor : Essei y=1f(x) einein Xo regulare Funktion. Dann
lassen sich die Funktionswerte in einer Umgebung U(Xo) von Xo in eindeutiger Weise

durch eine Potenzreihe (Taylorreihe) darstellen.

[e/e]

¥ an*(X-Xo)" = f(x)

n=0

Beweis:

f(X) = ao + ar*(X-Xo) + @z*(X-X0)* + az*(X-X0)> + . .. F A (X-Xo) " F .
f(x) = a; + 2*ax*(X-Xo) + 3*az*(xXg)> + .. .. ..... +rat(xXo)
f7(X) = 2%a + 2¥3*A3(X-X0) F « v v + (N-1)*n*an*(X-Xo)" 2+ . ...
f7(X) = 2*3*az + 2*3*4*a* (X-Xg) + ... .. ... ... + (N-2)*(N-1)*n*a*(X-Xo) ™+ . . . ... ...
fV(x) = nt*ap + (N+1)*ans1*(X-X0) + .o ovvvvnnn. Dabei ist n! = 1*2*3* . *(n-1)*n.

f(xo) = @0, f(Xo) = 1*as, f'(Xo) = 2*ay, ..., fV(xo) = n! * a,

an = {0 (xg) / n!

Die Funktion f(x) lasst sich somit in U(Xp) in eindeutiger Weise durch eine

Potenzreihe darstellen.

[e/e]
. (™ (xo) /n*(x xo)" = f(X)
n=0

Die Umgebung U(xo) ist durch den Konvergenzbereich der Potenzreihe festgelegt und
kann durch die Anwendung eines Konvergenzkriteriums bestimmt werden. Die Stelle xg
heidt der Entwicklungspunkt und man sagt, dass f(x) im Punkt xo in eine Potenzreihe

entwickelbar ist (Reihenentwicklung der Funktion).
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Beispiele von Reihenentwicklung en

Beispiel 1: y = exp(x) =e*, regular fur alle reellen x, insbesondere fir x
y=el y=el y=ely
y0) =1, y(©0)=1,y'(0)=1, y"(0)=1,...,y"(0) =1
a =1, az=1,a, =1/2!, a3 =1/3!, ..., a, =1/n!

=e* ..., yW=¢eX ...

=1 +XU +X2+ 3B+ XM+ o+l +
/0]

Sx"/n = e*
n=0

Es sei pn= a™(x-Xo)" das n-te Glied der Potenzreihe.

0=

Quotientenkriterium Gberprifen: lim (|pn+1| / |pn| ) < 1 flr n gegen Unendlich.

Prsal / pal = | X"/ (n+2) | /| X" /it | =
=[x/ (n+1) |

lim|x/(n+1) | =0 fur n gegen Unendlich und fiur alle reellen x.

Die Funktion e* lasst sich um den Punkt xo = 0 in eine Potenzreihe entwickeln,

welche sicher fur alle endlichen reellen x konvergiert.
Beispiel 2: y = exp(-x)=e™
y=e y=-e y=+e y"=-e5 ..., y"=(1)™e" ...
y™(0) = (-1)" und a, = (-1)"/n!

eX=1-x/1+ X220 - X33+ XA - L+ FD)™X Ul + L
[o/0)

()" " /nl = ¥

n=0

Beispiel 3 : y = a*, mit einer beliebigen reellen Zahl a als Basis
a= eIn(a)
In(a)*x

y= ax= (eln(a))x = e

y = In(@)* e"@* = In(@)* a*, y’ = (In@)**a* ..., y" = (n(@)"*a*

®
Y (In@)"*x" /Inl = a*
n=0

, regular fur alle reellen x, insbesondere fiir x

0=0
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Beispiel 4 : y = In(x), regulér fur alle reellen x > 0, insbesondere firx =1

y = In(x),
y =1x=x*
y’ = (-1

y” = (12>

y(n) — (_l)(n+1)*(n_l)!* x "

y() =0, y)=1,y'(1) =-1, y"(0) =2, ...,y"2) = (-1)"*(n-1)!

ao =0, as=1,a, =-1/2, a3 =1/3, ..., an = (-1)™*(n-1)1 / nt = (-1)™V / n
In(x) = (x-1) - (x-1)%/2 + (x-1)%3 - }x-1)%4 + . .. + (1) * x-1)"/n +..........

[¢/e]
S 1)™Y *(x-1)"/n = In(x)
n=1

Quotientenkriterium tberprifen: lim ( |pn+1] / |Pn| ) < 1 fiir n gegen Unendlich.
Pneal 7 Ipal = | (-1)2 % (x-1)"D/ (n+1) | /] (-1)" Y * (x-1)" I n | =
= (1)* x-1)*n/(n+1) | = | (1-x)/ (1+1/n) |
lim| (1-x)/ (1+1/n) | < 1 fur n gegen Unendlich,
=|1-x|<1 furalle reellen x mit0 < x < 2.
Die Funktion In(x) lasst sich um den Punkt xo = 1 in eine Potenzreihe entwickeln,

welche sicher fir alle reellen x in dem offenen Intervall (0;2) konvergiert.

Um den Logarithmus auch von beliebigen positiven reellen Zahlen in durch
eine Reihe zu ermitteln, wird eine Substitution z = (1+x) / (1-x) ausgefihrt.
Umgekehrt gilt dann x = (z-1)/(z+1). Wenn z in (0; o), dann x in (-1;1).

In(z) = In(1+x) — In(1-x)

In(1+x) = x- %2+ (%3 -0)%4 + ...+ ()™ * )" n +..........
IN(1-x) = x-(X)%2+ (X)PB- )4+ ...+ )™ )" n+....... ...
IN(Z) =2*x + 0+ 25383+ 0+ 2*x°/5+ 0+ 2*X' /7T +0+ . . ..........

IN(z) = 2*[(z-1)/(z+1) + (1/3)*((-1)/(z+1))® + (L/B)*((Z-1)/(Z+1)° + . . o v ... ]

e}

2%3 [(z-1)/(z+1)]®V / [2n-1] = In(z) firr alle positiven reellen Zahlen z.
n=1
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Beispiel 5 : y = sin(x), regulér fur alle reellen x, insbesondere firx ¢=0

y = sin(x), y(0) =0, ap=0
y' = +cos(x), y0)=1, a;=1
y" = -sin(x), y"(0) =0, a=0
y" = -cos(X), y”(0)=-1, az=-1/3!
y"" = +sin(x), y""(@0)=0, as=0
Yy = +c0os(x), y"(0) =1, as=1/5!

sin(x) = x —=x/31 + x5! = x"ITV + .. ........

[o/0])
S [(-1)® D/ 2n-1)1* x> = sin(x)
n=0

Quotientenkriterium tberprifen: lim ( |pn+1] / |pn] ) < 1 fr n gegen Unendlich.
[Preal / [pal = [ (1) Dr@n+ 1) * XD |/ | (1) D)2n-1)0 < xED | =
=|x?/ (2n+1) |
lim | x*/ (2n+1) | = 0 fiir n gegen Unendlich und fiir alle reellen x.
Die Funktion sin(x) lasst sich um den Punkt X = 0 in eine Potenzreihe entwickeln,

welche sicher fur alle endlichen reellen x konvergiert.

Beispiel 6: y = cos(x), regular fir alle reellen x, insbesondere firx ¢=0
Weil cos(x) die Ableitung von sin(x) ist, gilt folgende Reihenentwicklung:

cos(X) = 1 —x2/2! + xH4l =Xl + ... ... ...
Beispiel 7: y = cos(x) + i*sin(x)
y=(1—x221+ x4 = x%6l+ . ..) + i* (x=x331+ XI5 =X [TV + .. .)

y =1+ i + (i*)%2! + (*%)%/3! + (*x)*4! + (*x)°/5! + .. .= e™.

Daraus folgt die Eulersche Gleichung: cos (x) + i*sin(x) = e ™
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[1] Definitionen und Begriffsbestimmungen

Funktion: y = y(x)
Ableitung der Funktion: y’ = y'(x)
Differenzialquotient: y’(x) = dy/dx

0-te Ableitung: y© = y(x)

1-te Ableitung: Y =y (x)

2-te Ableitung: y@ =y”(x)

k-te Ableitung: y® = y®(x) = dy/dx*

Differenzialgleichungen (DGL) sind Gleichungen in denen Differenzialquotienten
(d.h. Ableitungsfunktionen) vorkommen. In ,gewoéhnlichen” DGL gibt es nur eine
unabhéngige Variable x. In ,partiellen”* DGL kommen mehrere unabh&angige
Variable xi, X2, X3, ... und partielle Differentialquotienten y/ X1, y/ X2, Y/ Xs, ...

vor. In dieser Einfuhrung werden nur gewohnliche DGL besprochen.

Die in einer DGL vorkommende héchste Ableitung y™(x) bestimmt die ,Ordnung*
n der DGL. Die in einer DGL vorkommende hdchste Potenz der Ableitungen
(y"(x))? bestimmt den ,Grad“ g der DGL. Grundsatzlich unterscheidet man dabei
lineare DGL (Grad g = 1) und nichtlineare DGL (Grad g > 1).

Eine DGL heif3t ,homogen“, wenn in ihr keine zuséatzliche Stoérfunktion s(x) auftritt.

Andernfalls heif3t sie inhomogen.

Beispiel einer linearen homogenen DGL erster Ordnung: y - X*y' = 0
Beispiel einer linearen inhomogenen DGL erster Ordnung: y - x*y’ = x2
Beispiel einer nicht linearen homogenen DGL zweiter Ordnung: y?*y’ + (y”)2=10

Beispiel einer nicht linearen inhomogenen DGL zweiter Ordnung: y2*y’ + (y”)? = 2*x+1
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[2] Differenzialgleichungen erster Ordnung

Implizite Form: F(x, y(x), y'(X)) =0
Explizite Form: y'(x) = f(X, y)

Gesucht sind alle Funktionen y = y(x), welche die DGL fur alle Werte von x erftllen.

[2.1] Das Richtungsfeld einer DGL

In einem rechtwinkeligen Koordinatensystem sind Loésungen y = y(x) bestimmte Kurven
in der Ebene. Durch die DGL wird jedem Punkt P(x/y) der Ebene eine
Tangentenrichtung

zugeordnet. Die Richtung der Tangente ist durch die Tangentensteigung y’(x) = f(X, y)
gegeben. Ein Punkt und die Tangentenrichtung heif3t Linienelement. Alle Linienelemente
bilden das Richtungsfeld der DGL. Die Losung einer DGL besteht nun geometrisch
darin, jene Kurven zu finden, welche in dieses Richtungsfeld passen. Die folgende

Abbildung zeigt eine Lésungskurve in einem Richtungsfeld:

Abbildung 1

Zur ndherungsweisen Ermittlung von Losungskurven der DGL beginnt man mit einem
beliebigen Punkt Po(Xo/yo) in der Ebene und schreitet in Richtung seiner Tangente yo’
weiter bis zu einem neuen Punkt P1(X1/y1) . FUr diesen Punkt P, wird seine Tangenten-
richtung yi’ berechnet und in dieser neuen Richtung weiter geschritten bis zu einem
Punkt P2(x2/y2), usw. So erhalt man einen Streckenzug als Annéaherung an die Lésungs-

kurve. Je kleiner die einzelnen Stiicke des Streckenzuges, umso genauer die N&herung.
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[2.2] Separierbare DGL

In einer separierbaren DGL ist die Funktion y’' = f(x, y) das Produkt zweier Funktionen,

von denen die eine nur von x und die andere nur von y abhangt.

y' =1f(X, y) = g(x) * h(y), mith(x)=0.

dy/dx = g(x) * h(y)
dy/h(y) = g(x)*dx
[ dy/h(y) = [g(x)*dx + C, mit C = konstante Zahl

Beispiel 1: y' = 2*x

y' = dyldx = 2*x) *y° = (2*x) * 1, dy/1 = 2*x*dx, [dy/1 = 2*[ x*dx,
y=x2 + C, Abbildung 1 zeigt eine quadratische Parabel als Losungskurve.

Beispiel 2: y "=y
y =dy/dx =y *x°, dyly = 1*dx, Jdyly=Jdx, In(y)=x +C
y = exp(x + C) = c*exp(x), mitc =exp(C)

Beispiel 3: y'=y/x
y =dyldx =y /x, dyly =dx/x, [dyly=[dx/x, In(y)=In(x) +In(C), In(y) = In(C*x)
y=C*x

Beispiel 4: y "=-x/y
y' = dy/dx = - xly, y*dy = - x*dx, , Jy*dy = - [ x*dx, y?2 = -x¥2 + C
X2 +y?2 = k2, mit k = sqrt(2*C)

Beispiel 5: y "=x*y
y' =dy/dx = x *y, dyly = x*dx, , Jdyly = [x*dx, In(y)=x22+C
y = ¢ * exp(x¥2), mit c = exp(C)
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[2.3] Lineare homogene DGL

y+p(x)*y=0
y' = dyldx = -p(x) * y, dyly = -p(x)*dx, In(y) = - [ p(x)*dx + C
y = ¢ * exp(- [ p(x)*dx), mit c = exp(C)

[2.4] Allgemeine homogene DGL

y' = f(y/x) oder
y' =g(X, ¥)/ h(x, y) mit g und h als gleichgradige Terme in ihren Variablen
Beide DGL-Typen werden durch eine geeignete Substitution y = x * z geldst.

Danngilt: y'=dy/dx=x*z"+z* (X' = 1) = x*dz/dx + z, dy =x *dz + z * dx

Beispiel 1: y ' = 3 - 2*y/x

Substitution: y=x*z,y=x* z’+z und y =3 - 2*z, Gleichsetzen fihrt zu:

X*z' +z2=3-2%, x*2z' =3*1 -2z), Division durch x und Trennen der Variablen:
zZ=(1-2)*3/x

dz/dx = (1 -2)*3/x, dz/(1 - z) = 3*dx/x, [dz/(1 - z) = 3*] dx/x

-In(1-z)=3*In(x) -In(C), wobei -In(C) eine beliebige Integrationskonstante ist.
Rucksubstitution: In(1 - y/x) = - 3*In(x) + In(C), In((x-y)/x) + In(x3) = In(C)

IN(@ * (x-y) / x) = In(C), In(x3-x2*y) =In(C), x3-x>*y=c, x*y=x3-C, y=X-CIX?

y=X-—cC/x?

Beispiel 2: y " = (y? - x?) / (2*y*x)

y' = dyldx = (y2 - x2) [ (2*x*y), (2*y*x)*dy = (y2 - x3)*dX, (2*X*y)*dy + (X - y?)*dx =0
Substitution: y=x*z, y =x* z'+z, dy/dx=x*dz/dx+ z,dy =x*dz + z * dx
2*x2*z*(x*dz + z*dx) + (x® + x#*z2)*dx = 0, Division durch x2 fuhrt zu:

2*x*z*dz + (1+z?)*dx = 0, 2*z*dz/(1+z?) + dx/z = 0, 2*z*dz/(1+z?3) = -dx/x

[ 2*z*dz/(1+22) = - | dx/x

In(1+z?) = - In(x) + In(C), In(1+z?3) + In(x) = In(C)

L1+z3)*x=c

Rucksubstitution: (1 + (y/x)?) *x=c, (x3+y?)/x=c, (X2+Yy? =c*x, Umformen fuhrt

zu: (x - (c/2)2 +y2=(c/2)?, (Kreise, welche die x-Achse im Ursprung berihren)
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Beispiel 3: (x -3)*y' =y -7

Substitution: z=y -7, dz =dy

(x-3)dyldx =y -7, (x-3)*dz = z*dx, dz/z = dx/(x - 3)
[dz/z = [dx/(x - 3)

In(z) =In(x-3)+In(C), z=c*(x-3)
y=c*(x-3)+7

Beispiel 4: y ' = x + x2 + xX*y + x&y

y =dyldx=(Xx+x3)*(1+y), dy/(1+y)=(x+ x2)*dx
[ dyl(1+y) = [ (x + x?)*dx

In(1 +y)=x%2 + x3/3 + In(C)

y=C*exp(x?2 +x3/3) -1

[2.5] Lineare inhomogene DGL
y' +pX) "y =s(x)

Sie weicht von der homogenen DGL durch eine Storfunktion auf der rechten
Gleichungsseite ab. Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL
erster Ordnung ergibt sich immer als Summe von zwei Termen (I) und (I1).

Der erste Term (1) ist eine allgemeine Losung yy der homogenen DGL und der

zweite Term (ll) ist eine spezielle (partikulare) Losung yp der inhomogenen DGL.

y=Yyutyp

LOosungsweg:

() y+p()*y=0, yu=C*exp(-[ p(x)*dx)

(I) Das Auffinden einer partikularen Losung yp der inhomogenen DGL kann
auf zwei verschiedene Arten erfolgen: Entweder intuitiv mit Hilfe eines
geschickten Ansatzes fir yp oder mit Hilfe der Variation der Konstanten
der homogenen Losung. Im Folgenden wird diese Methode besprochen.
Hinweis: Diese Methode kann auch bei linearen inhomogenen DGL hdherer

Ordnung angewendet werden.
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yn=C*exp(- | p(x)*dx)

Wir ersetzen die Konstante C durch eine geeignete Funktion C(x).
Fiir exp(- [ p(x)*dx) schreiben wir der Einfachheit wegen nur J(x).
yp = C(x) * J(x)

yp' = C(X)*J(x) + CX)*I'(x) = C'(x)*I(x) + C(X)*I(X)*(-p(x))
Nun setzen wir yp in die DGL Y’ + p(x) *y = s(x) ein.
C'()*I(x) - C)IX)*p(x) + p)*C(x)*I(x) = s(x)

C'(x) *I(x) = s(x)

dC(x)/dx = s(x) / I(x)

C(x) = [ [sC)MI(X)]*dx

C(x) einsetzen in yp = C(x) * J(x) liefert eine partikulare Losung.

Beispiel 1: y ' - 2*y = exp(X)

() y-2*y =0, dy/dx = 2%y, dyly = 2*dx, In(y) = 2*x + In(C), yn = C*exp(2*x)
(I1) yp = C(x) * exp(2*x)

yp' = C'(X)*exp(2*x) + 2*C(x)*exp(2*x) = [C’'(X) + 2*C(X)]*exp(2*X)
Einsetzen in DGL: [C'(X) + 2*C(X)] * exp(2*x) - 2*C(X) * exp(2*x) = exp(X)
C'(x) * exp(2*x) = exp(x)

C'(x) = exp(-x)

C(x) = - exp(-x)

yp = C(x) * exp(2*x) = -(exp(-x)*exp(2*x)) = - exp(x)

y =yu+Yyp = C*exp(2*x) - exp(x)

y = exp(x) * (C*exp(x) - 1)

Beispiel 2 : x*y' +y=2+ 3*x+x2

() x*y +y=0, dy/dx = -y/x, dyly =-dx/x, In(y) =-Inx) +In(C), yu=C/x

(n yp=C(x)/ x

yp' = (C'(X)*x - C(x)*1) / x?

Einsetzenin DGL: C'(X) - C(X) /x + C(X)/ x =2 + 3*X + x?

C(X) =2+ 3*x+x3 C(X)=2*x+3*x¥2+x33, yp=C(X)/x = (12 + 6*x + 2*x?) / 6
y=ynutyp= C/x+ (12 +6*xX+ 2*x?)/ 6
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[3] Lineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnung
y’+a(x) ¥y +b(x) *y = s(x)

Lineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnung beschreiben unter anderem
mechanische und elektromagnetische Schwingungsvorgéange. Sie spielen daher

in Physik und Chemie eine wichtige Rolle.

Wenn beide Funktionen a(x) und b(x) konstant sind, d.h. a(x) = a und b(x) = b,
dann spricht man von einer linearen Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten . Nur fur diese DGL kénnen allgemeine Losungs-

verfahren angegeben werden, die im Folgenden genauer besprochen werden.

[3.1] Lineare homogene DGL zweiter Ordnung
y'+a*y'+b*y=0

Jede DGL von dieser Form besitzt grundsatzlich zwei von einander unabhéngige
Basislosungen yni(x) und yu2(x). Die allgemeine Losung ist dann eine Linear-

kombination der beiden Basislosungen:
yH=C1*ym(x) + C2* yna(x)

Zur Bestimmung der beiden Basislésungen dient folgender Ansatz:

y = exp(k*x), y' = k*exp(k*x), y” = k#*exp(k*x)

Einsetzen in die DGL fuhrt zu:
kz*exp(k*x) + a * k*exp(k*x) + b * exp(k*x) = 0

Nach der Division durch exp(k*x) erh&lt man:
fk)y=kk+a*k+b=0
Diese quadratische Gleichung heil3t charakteristische Gleichung

Ihre Losungen sind: ki =[-a (@z-4*b)]1/2
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Die Losungen der charakteristischen Gleichung f(k) = k2+ a*k + b =0 heil3en
Eigenwerte k; und k;. Diese kdnnen zwei verschiedene reelle Zahlen, eine
reelle Doppelldsung oder zwei konjugiert komplexe Zahlen sein. Entsprechend

unterschiedlich gestaltet sich auch die allgemein L6sung yy der DGL.

Fall 1: k;# ko, beide reell: yu = C1* exp(ki*x) + C2* exp(ka*X)
Fall 2: ki = k2 =Kk, reell: Yu = [C1+ Co* X] * exp(k*x)
Fall 3: ki» = i* , komplex: yp=[Ci*exp(i* *x)+ Cy* exp(-i* *Xx)] * exp( *X)

Wegen der Eulerschen Gleichung exp(i*x) = cos(x) + i* sin(x) gilt fur Fall 3 auch:
Yu = [C1* (cos( *x) + i* sin( *Xx)) + Ca* (cos( *x) - i* sin( *x))] * exp( *X)
YH = [(C1+ C2)*cos( *x) + i*(C1- C2)*sin( *x)] * exp( *X)

Y = [Cs*cos( *X) + i*Ca*sin( *x)] * exp( *X)

Die gleiche Lésungstechnik gilt auch fir lineare homogene DGL hdherer Ordnung.

Beispiel1: y” -y=0
a=0, b=-1, fk)=k?-1=0, ki = +1, ko= -1
yu = Ci1* exp(X) + Ca* exp(-x)

Beispiel 2: y " -2*y' +y=0
a=-2, b=1, f(kl=k2-2*k+1=0, k1= kp=1
yr = [C1+ Co] * exp(x)

Beispiel 3: y"+y=0
a=0,b=1, f(kl=k2+1=0, ki= +i, kk= -, =0, =1

yu = Csz*cos(x) +i* Cs*sin(x)
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[3.2] Lineare inhomogene DGL zweiter Ordnung
y"+a*y +b*y=s(x)

Die allgemeine LOsung ergibt sich so wie bei den linearen DGL erster Ordnung

als Summe der allgemeinen homogenen Lésung yx(X) und einer beliebigen
partikularen Loésung yp(x) der inhomogenen DGL: y(x) =YyH(X) + yp(x). Dabei
sind die Lésungswege gleich mit jenen fur die DGL erster Ordnung, nur komplizierter
in ihrer Durchfiihrung. Neben der allgemeinen Methode der Variation der Konstanten
zur Auffindung einer partikuldren Lésung yp(x) gibt es flr besondere Formen der
Storfunktion s(x) auch besondere Losungsansatze (Stor glied -Ansétze ), welche im
im Folgenden besprochen werden. Dabei wird flr yp(X) ein Ansatz erstellt, der sich
dem Storglied anpasst. Das ist insbesondere dann méglich, wenn das Storglied s(x)
eine Polynom, eine Exponentialfunktion, ein Sinusterm, ein Cosinusterm oder eine

Linearkombination aus diesen Funktionen ist.
[3.2.1] Stérfunktion = Polynomfunktion, s(x) =t o+ ri*x+ ...+ ry*x"

In diesem Fall ist die partikulare Lésung auch ein Polynom vom selben Grad N,
weil alle Ableitungen y’, y”, . .. Polynome niedrigeren Grades sind. Der Ansatz
erfolgt mit zunéchst unbekannten Koeffizienten: yp(X) = po + pr*x + . .. + pp*x™
Nun wird zweimal differenziert und dann in die gegeben DGL eingesetzt. Zuletzt

fuhrt man einen Koeffizientenvergleich mit der Stérfunktion s(x) durch.

Beispiel 1: y " + 3*y’ + 2%y = 2*x?

() Homogene DGL: y” + 3*y' + 2*y =0
Ansatz: y = exp(k*x)
Charakteristische Gleichung: k¥+3*k+2=0, ki = -1, kx= -2
YH(X) = C1* exp(-x) + C2* exp(-2*x)

(I Inhomogene DGL: y” + 3*y’ + 2*y = 2*x2
Ansatz: yp(x) = Po + Pr*X + P2*x°, Ye'(X) = p1+ 2P2*X, YP'(X) = 2*ps
Einsetzen in DGL: 2*p, + 3*(p1 + 2*Ppo*X) + 2%(Po + P1*X + p2*x?) = 2*x2
(2%p2)*X2 + (2*pat 6% p2)*X + (2*p2 + 3*Pp1 + 2*po) = 2*x2
Koeffizientenvergleich fihrt zu: p>=1, p1=-3, po=7/2
Partikulare Losung: yp(X) = 7/2 - 3*x + x?

(1) Allg. Lésung: y(X) =y H(X) +yp(X) = C1* exp(-x) + Co* exp(-2*x) + (7/2 - 3*x + x?)
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[3.2.2] Storfunktion = Exponentialfunktion oder Winkelfunktion

Auch in diesen Fallen verlauft der Losungsweg analog zum oben beschrieben Fall,
weil beim zweimaligen Differenzieren stets Ausdrucke derselben Form resultieren.
Fir das Storglied s(x) = rrexp( a*x) ist die partikulare Losung yp(x) = k*exp(a*x).
Fur das Storglied s(x) = r*sin(@*x) ist die partikulare Losung yp(x) = k*sin( @*x).

Fir das Storglied s(x) = rrcos( @*x) ist die partikulare Lésung yp(x) = k*cos( @*x).

Ist die so angesetzte partikuldre Losung yp(x) identisch mit einer homogenen
Basislosung ywi(X) oder yrz(x), dann bietet yp(X) keine neue Losung. Dann kann
folgendermaf3en vorgegangen werden: Falls die Eigenwerte der charakteristischen
Gleichung der homogenen DGL unterschiedlich sind (k; # kz), wird die ursprunglich
erhaltene partikulare Losung mit x multipliziert, d.h. yp(x) = x * yp(x). Im Falle einer

Doppellésung (ki = k2) wird zusatzlich noch mit x2 multipliziert, d.h. yp(X) = X2 * yp(X).

Beispiel 2 : y” + 3*y’ + 2*y = 3*exp(-2*X)
() Homogene DGL: y” + 3*y' + 2*y =0
Ansatz: y = exp(k*x)
Charakteristische Gleichung: k2+ 3*k+2 =10, ki = -1, kp= -2
YH(X) = C1* exp(-x) + C2* exp(-2*x)
(1) Inhomogene DGL: y” + 3*y’ + 2*y = 3*exp(-2*X)
Ansatz: yp(X) = k*exp(-2*x), das ist identisch mit einer homogenen Basislosung.
Neuer Ansatz: yp(x) = xX* k*exp(-2*x)
yp'(X) = (-2*k*x + K)* exp(-2*x)
yp'(X) = (4*k*x + 4*K)* exp(-2*x)
Einsetzen in DGL:
(4*k*x + 4*Kk)*exp(-2*x) + 3*(-2*k*Xx + k)*exp(-2*x) + 2* x* k*exp(-2*x) = 3*exp(-2*x)
Dividieren durch exp(-2*x) und Ordnen nach x-Potenzen fihrt zu:
(-4*k + 3*k) + (4*k - 6%k + 2*k) *x = 3
Koeffizientvergleich: (-4*k + 3*k) =3 und 0=0, k=-3
partikulare Losung: yp(x) = -3*x*exp(-2*x)
(1) Allgemeine Losung:
y(X) =y H(X) +yp(x) = C1* exp(-x) + C2* exp(-2*x) - 3*x*exp(-2*x)
y(X) = C1* exp(-x) + (C2 - 3*x) *exp(-2*x)
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Beispiel 3: y” - 4*y’ + 4*y = exp(2*X)
() Homogene DGL: y”-4*y' + 4*y =0
Ansatz: y = exp(k*x)
Charakteristische Gleichung: k?-4*k+4 =0, k1= ko= 2
YH(X) = (C1*exp(2*x) + Cy *x*exp(2*x)) = (C1 + C2* x)*exp(2*x)
(I Inhomogene DGL: y” - 4*y' + 4*y = exp(2*X)
Ansatz: yp(x) = k*exp(2*x), identisch mit 1. homogener Basislosung.
Neuer Ansatz: yp(x) = X* k*exp(2*x), identisch mit 2. homogener Basisldsung.
Neuer Ansatz: yp(x) = x&* k*exp(2*x)
yp'(X) = 2*k*(X + x3)*exp(2*x)
yp'(X) = 2*k*(1 + 4*x + 2*x2)*exp(2*x)
Einsetzen in DGL, Dividieren durch exp(2*x) und Ordnen nach x-Potenzen:
2*k + (8*k - 8*k)*x + (4*k - 8*k + 4*k)*x2 = 1
Koeffizientenvergleich: 2*k=1, 0=0, 0=0
partikulare Losung: yp(x) = (1/2)*x2*exp(2*x)
(1) Allgemeine Lésung:
y(X) = yu(x) +yp(x) = (C1+ Co* x)*exp(2*x) + (1/2)*x**exp(2*X)
y(X) = (C1+ Co* x + X2/ 2) * exp(2*x)
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